STICHTING

MATHEMATISCH CENTRUM

2e BOERHAAVESTRAAT 49
AMSTERDAM

ZW 1949-001

Inversie van é&n matrix

J. Korevaar P.A.J. Scheelbeek

1949



Rapport ZTW 194901 Pag. 1

Inversie van één matrix

door J. Korevaar-P.A,J. Scheelbeek

§ 1. Van de volgende metrix willen wij de inverse berekenen:
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&aar‘toe berekenen wij de onderdeterminenten. We laten de (J+1)e rij

‘en i-de kolom weg,. Uit de eerste rij halen we (t 1} » ult de tweede
; n+1 enz, Dan komt er : ; :
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,:De deuermman‘c ‘D} zullen wij op een andere vorm brengen, w13 kr13gen dan
~een eenvoudiger notatle, L .

Voor (n~t) schrijven we p, voor j: i en voor i: k+1
il‘)' komt er dan als volgt uit te zien:
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We spreken verder het volgende af:
A(p - 1,t) is de determinant met elementen
Q=@+ i-NDip+i-K¥.  (i,k=0,1, 2,...5).

Ak(p — 1,%) is de debterminant die uit A (p - 1,%t) ontstaat door de
(i+1)~de rij en de (k+1)~de kolom weg te la:ten.
Gevrasgd nu 4. K(p - 1,%)

§ 2. Voor 4 (p - ’I,t) Zie Netto, Lehrbuch der Combinatorik, p. 257.
Hla V.lnﬂtg A (P _ 1,1’;) 'b‘('t - 1)1.‘..2'1'

-

Met‘ (2) gean wij nu als volgt verder. Trek de 1e rij ven de 2e af, de
2¢ van de 3e,... de (t-1)~de van de t-de, Hierbij laten wij in gedachten
de (i+1)--de rij staan. De (i+2)-de rij - i-de rij schrijven wij dan
aldus: (i42)-de rij - (i+1)-de rij + (i+1)=de rij - i-de rij.

1 [!..‘0“0'Qt.'..CQQCUQCOG,QU.tvﬁ..q’.’..‘l.“‘i‘.".'"."‘.QOQU..
o

o) 2(p-1) 3(p-1)(p-1) (ki (fo-Ks 1) CE et (ttr)

3.

ol 7 2(,61'—[—3_) 3p+i-3jlpri-n)
o {J 2 (p+i-2) Ipri-L)pri-3) {(k-/){/wi-z)....(,b«»Lkﬂ} {f{}wi-z) i 6)
] ~2(pre-1) 3{/b+z,- Wp+i-2) (Koi)lp+i-r)... (pri-k+3) T (p+rii)... (tt»u,.tﬂl
{O] 1 2(p+i) 3{/o+z,}(/;+1, ~1) (k_:)(/a-/-z;)l..”.(,b+i-k+3)

of / Ul p+t-2)3tpet-1hp+t-s) zk-,)(/wf-z).'...(pne_“kw)' | ft(./wa_;;‘...,s

De;e‘ determinant ontwikkelen we nu naar de. eerste kolom.

Venwege de. nullen in de eerste kolom, hebben wij ons nu alleen maaz"
bezig te houden met (3). Deze determinant laat zich nu schrijven als de
som van twee determ:manten. De 1—-de rij splltsen we daartoe. :

Nu was a. ik (p+1~1)...(p+1—~k) (i,k = O,....t)
Onder a; verstaan we (p+i-1)...(p+i-k)(i,k = O,.0.5-1),

ﬁoor de spll'bsmg van (3) in 2 de“cemlnan’cen vinden Wla voor :
A’Lk __i!{ zlk,p»ftl}‘{"Atk,(ﬁf'&f)}
F ‘ anders geschrevan‘ : ‘
: B i) - e k-,(/w u+m (P ~f>}
'Eeze formule geldt nlet voor alle i en k. :

:‘*Wa‘b de i's betreft moeten w:.;) aan de randen op onze hoede z13n. W.a;
“""angaat alleen bl;} k ..}0 | e i o
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Nu zij .(‘\ o ker 2O Den geldt (4) toch:
. ‘ /
(£:0kto) A,y 4 CP-1sb) = /_?_ Ay ko) (p-tt-1)
Nix i=1t, ’Zj#’k[/.)_fjéj = A%k(/a_z,f;} . Het komt toch op helbzelfde

neer, of wij uit 4 (p - 1,t) de t-de rij, of uit 4 (p - 2,%) de 0-de
rij weglaten.

Moar A, (poat) = ._g.’. B, (ptbon) = _1%/_ By (Poub0)

Conclusie, Zolang mear k ,4 0 gaat de reduotn.eformule (4) door, als we
lezen zk(/b’{')“o voor 1i<0 of 1>t |

§ 3. Rest ons het geval k = O3 A,‘gp - 1,%). We laten in A(p-1¢;
de (1+’1)—»de rij en de 1° kolom weg:

® p~1 (9«1)(p~2) s (p=1) .. (p-t).

Wip o - (p=1)... Deea.(D-B41),
 (pri-2)|(p+i-2) (p+i-3)...(p+i-2) ... (p+i-t-1)
p+1|(p+1)(p+1~4) ' (p+1)...(p+i-t+1)
(p+t~1)kp+t—1)(p+t+2)...(p+t~1)..‘p

Dan bezitten de elementen van eenzelfde rij telkens een gemeenSGhappe~
'll]ke factor
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/(7;\3_1) ({(0—1)(/:—‘&) //‘; {,b t+1)

q,a-/}p lo-u, Z)(F-FL) {3+t-l)‘ ‘ ,,
. R 1 (pti-3) (phi- Hpri-y) (pt623) oo priedor)
~ ‘ ' | : I(pu 1} Lprici)ipeiia) (/:+£-u)....(/5ﬂ‘-t+r)

t (prt-a) (/5+£-z)(/5+'é-3) (prtoa)..... p

("5) AL (p-1,t) = (p-—1)F.u(p+1-2)(p+i)...(p+‘c -1) A (:9—~2 1:)

 We kunnen dit resultaat nog in een andere vorm gieten, die nauwer
aanslult bij de ‘alg emene :t‘ormule voor A. K .- Deze passen we nu toe op -

A(p-2't) o :
T b0 ¥ b ke st}

"We V:Lnden dan voor A ((5) enlge malen toepassend)

!‘,fi(',s) , ZBL,O( b = (b 1)’(P+‘h ‘AAW(P b ,)+ p._ =2 A,ﬁ, o(\a-*f—ﬂ}

:We gaan n (4) hverhaald toepassen.:
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>4 Ak (pnt) = Mgty = H-ol (b-k+ 0! |

| K1 :
(7 X {BDik,o b-k) + () Ay otk 4

......

S U5) Bikego B+ -+ - - A, (hek}

We mogen weglaten de termen met eerste index>t - k of eerste index < O
In het bijzonder is (we hebben dlt dadelijk nodig):
Agp(p-2,t) = t’(t*;})/

{At,to(o)Jf( )AL_JGH,O(O)-;.; -

+ (j) A"'ttbo o)+ . %..Ag}o._C,Ol}
Nu is Ay +j,0 alleen £ 0 en dan:1, als 1 - t + j = O, Dus

(8)

(V&r i =t vinden we Netto's formule Ay NG LI
Uit - (7) vinden we, (5) toepassend,

Buncpap) = fllhanlotooed) (F) A,-mort ) =

05351&

Ajs (p-2t)y = ('t-!)i(‘b-i}_f«,h.../_./(-%)'

terug,

: K- »‘Jf-‘b—z
tlhaleolhdaal ) (P Cp0petprictirba)pricics ..

.- (P'f"b—kj—? ) Ai«—K'fJJ‘b-k ( I"‘L;h-.k}

B e Abk+tk(

- 2,% - k) van het type A&t(p - 2,%). Uit (8)
volgt dus verder : - ‘ '
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Contr8le van (9): :

1 p-1 (p=1)(p-2)|
Al ~1,2) =1 5 ploet)
| T p+1 (M)

Dyp = 2(0+1) B = 2(p-1) (p+1) 4, = p(p-1)
P b= 4p - 2 A,,= 2(p=1)
on = 1 a,=2 | b= 1

AAO(P.J,:\). - 2l s/ (h:)b(bw) Z ( )(")P y
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1

-
We geven tenslotte aan, wat de cofactor is van (ﬁii)m (1)
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